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2a. (i) p < 3ise
p = 2 icin ifadenin tamkare olmadig1 goriiliir. p = 3 ifade 16 ya esit olur, p = 3 ifadeyi tamkare yapar.

(ii) p > 3 ise )
p==6k—1, p=06k+ 1, k € N olabilir. Ifadeyi diizenleyelip carpanlara ayiralim.

p—1 p—1
(77 — 1) (77 + 1) = pa’®
A=T7"7 —1,B=7PT?1 + 1 olsun.

A ve B sayllarimin EBOB’u B — A = 2’yi bolecegi igin ve iki say1 da ¢ift oldugundan (A, B) = 2
olur.

O zaman b,c € N ve (b,c) = 1 olmak iizere A = 2¢?, B = 2pb? ya da A = 2pb?, B = 2¢? olmak
zorundadr.

1. Durum A = 2¢2, B = 2pb? ise

A=T7" —1=2c%ise —1 = 2¢%(mod7) ki bunun da ¢éziimii yoktur.

2. Durum A = 2pb?, B = 2¢2 ise
6|pa® ve (p,6) = 1 oldugundan 36|pa? olur.
pa? = (7—1) (7P~ + 7772 4 ...+ 7+ 1) 36 ile boliiniiyorsa sag taraf 6 ile boliinmelidir. Sag taraf
mod 6’da p — 1 e denk oldugundan 6|p — 1 bulunur, yani p = 6k + 1 olmalidur.
B =2c? ve p= 6k + 1 ise 73¥ + 1 = 2¢? dir. Carpanlara ayiralim:
(7% 4+1) (7*F = 7F +1) =22
(7% =78 +1) — (7% + 1) (7% — 2) = 3 oldugundan bu iki saymm EBOB’u 1 veya 3 olabilir. Her iki
say1 da 3 ile boliinmediginden bu iki saymmin EBOB’u 1 olur.
m,n tamsayilar olmak iizere, 7% 4+ 1 = 2n2, 72 — 7% 1 1 = m? olmak zorundadir. Fakat 72% — 7% 41

sayis1 (75 — 1)2 ile (7%)? arasmda oldugu icin tamkare olamaz. Bu durumdan hic ¢éziim gelmez.
Tek ¢oziim p = 3 tiir.

2b.
(i) p < 3ise
p = 2,3 i¢in ifadenin tamkare olmadig goriiliir.

(i) p> 3
Bir onceki sorudaki adimlar1 7 yerine 11 igin tekrarlayalim.

1. Durum A = 2pb?, B = 2¢2 ise
p—1 p—1 . .. e T I
B=11"7 +1=2¢, yani 11" +1 = 2¢? (mod11) ifadesinin ¢dziimii olmadig i¢in buradan ¢6ztim
gelmez.

2. Durum A = 2¢2, B = 2pb? ise
p=4dk+1lise A= (11" —1) (11" +1) = 2¢* (11% +1) — (11¥ — 1) = 2 ve sayilar cift oldugundan
(11’“ —1,11% + 1) =2 olur. O zaman, 11¥ —1 = 2m? ve 11¥ + 1 = 4n? olacak sekilde m, n tamsayilari
vardir. Fakat burada 2. denklemin ¢éziimii yoktur. (11% = (2n)* — 1)
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p = 4k + 3 ise, 3]11**2 — 1 = pa? ve (p,3) = 1 oldugundan 9|11*+2 — 1 olur. Bu durumda
6|4k+2 = p—1 olur, p = 3(mod4) ve p = 1(mod6) ise p = 7(mod12) olur. p = 12/+7 olsun.. O zaman
A =11543_1 = 2¢? olur. Carpanlarina ayiralim, (112H'1 — 1) (114H'2 4+ 112+ 4 1) =pa?. 21+1 =t
(t tek tamsay1) diyelim. (112 +11° + 1) — (11" — 1) (11* + 2) = 3 oldugundan bu iki saymm EBOB’u
1 veya 3 olabilir. Fakat iki say1 da 3 ile boliimez, dolayisiyla EBOB 1 dir. EBOB=1 ve 112 + 11" + 1
tek oldugundan 11% 4 11* 4+ 1 tamkare olmak zorundadir. Fakat (11'5)2 <11 4+11'+1< (11t + 1)2

oldugundan ¢oziim gelmez.

Bu sart1 saglayan p asali yoktur.
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